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秀明大学学校教師学部　西村治

1 概要
本稿の目的は、球面のホモトピー群の合成

◦ : πn+k(S
n)× πn+k+l(S

n+k)→ πn+k+l(S
n), (α, β) �→ α ◦ β

を自由部分および 2成分について k + l ≤ 12の範囲で計算することである。ただし、生成元の上でのみ計算
を行い、右分配則の補正項に関しては論じない。

2 序
n を自然数、k, l を負でない整数とする。球面のホモトピー群 πn+k(S

n) は (n + k) 次元球面 Sn+k =

{(x1, x2, · · · , xn+k+1) ∈ Rn+k+1 | x2
1+x2

2+ · · ·+x2
n+k+1 = 1} から n次元球面 Sn = {(x1, x2, · · · , xn+1) ∈

Rn+1 | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+1 = 1} への基点を保つ連続写像全体からなる集合を、ホモトピーという同値関係

によって割った商集合として定義されるものであり、自然な群構造をもつ。πn+k(S
n) は様々な位相空間のホ

モトピー型の研究のための基礎データと言うべきものであり、したがって、その構造（群構造、合成構造、戸
田括弧積の構造など）の決定はホモトピー論における中心的な研究課題の一つであると言える。
k ≤ 19のときの球面のホモトピー群 πn+k(S

n)の群構造は Toda[T]により決定された。（k = 18の場合の
一部未決定だった部分については [Od1]により決定された。）現在では k ≤ 32の場合について πn+k(S

n) の群
構造が決定されている。（k = 20は [MT]、k = 21, 22は [M]、k = 23, 24は [MMO]、25 ≤ k ≤ 30は [Od2]、
k = 31は [Od2]および [IMM]、k = 32は [Od2]および [MM]による。）
また、πn+k(S

n)の群構造の計算の過程で、合成

◦ : πn+k(S
n)× πn+k+l(S

n+k)→ πn+k+l(S
n), (α, β) �→ α ◦ β

についても多くの計算がなされている。しかし、筆者の知る限りでは合成を系統的に計算した結果の資料（す
なわち、合成に関する「乗積表」）は存在していないようである。
そこで、本稿では（以下で説明する gnn+k および πn

n+k について）合成

◦ : gnn+k × gn+k
n+k+l → πn

n+k+l, (α, β) �→ α ◦ β

を、k + l ≤ 12の場合について（一部の未決定な場合を除き）計算した表を作成した。
ここで、πn+k(S

n)の部分群 πn
n+k は Toda[T]において導入されたものであり、πn+k(S

n)の自由部分と 2-

成分の直和であって、懸垂準同型 E がそれらの群たちの間で閉じるように自由部分の分解を選んだものであ
る。（第 5 節、第 7 節とその表 1、および第 8 節を参照。）また、Toda[T]において与えられた πn

n+k の生成元
の集合を gnn+k とおいた。
ただし、表をなるべく簡潔にするために、自明な場合や、懸垂準同型や合成の結合律を用いて有限回の手続

きで他のものから求められるものについては記述を省略した。具体的には、戸田の生成元の集合 gnn+k の分割

gnn+k = dnn+k ∪ bnn+k ∪ snn+k ∪ onn+k
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を本稿において新たに導入し（第 7 節の表 1、および、第 9 節の命題を参照）、上に述べた合成の計算が

k + l ≤ 12, 3 ≤ n ≤ max{k, l − k}+ 2

(α, β) ∈
(
snn+k × (dn+k

n+k+l ∪ on+k
n+k+l)

)∪(
onn+k × gn+k

n+k+l

)

の場合の α ◦ β の計算に帰着できることを示す（第 10 節）。これにより考えるべき場合を大幅に少なくするこ
とができる。なお、その目的のためには懸垂準同型

E : πn
n+k → πn+1

n+k+1

が計算可能であることを確認しておく必要がある（第 9 節）。
この α ◦ β の計算結果を第 10 節の表 2に示し（ただし、α ◦ β ∈ gnn+k+l となっている場合はもちろん自明

であるので省略した）、第 11 節に証明を与えた。
本稿の構成は以下の通りである。第 3 節および第 4 節では本稿で用いるホモトピー論の基本的事項につい

て述べた。第 3 節では基点付き位相空間のホモトピー群に関して、第 4 節では球面のホモトピー群 πn+k(S
n)

に関してそれぞれ基本的事項を述べたが、より詳しい説明はホモトピー論の教科書、例えば西田 [N] を参照
されたい。第 5 節では πn+k(S

n)の部分群 πn
n+k の定義と、それらが作る完全系列（EH∆-系列）について、

Toda[T] から引用して説明した。上で述べたように本稿ではこの πn
n+k について合成の計算を行う。また、

EH∆-系列は πn
n+k の群構造の決定のための主道具となるものであり、この系列中の準同型H および∆ は合

成の計算を行う際にも有用である。準同型 H および ∆の定義、性質を説明するためには相当の準備が必要と
なるため、本稿では略することとした。Toda[T]を参照されたい。第 6 節では戸田括弧積 {α,Emβ,Emγ}m
の定義について Toda[T]から引用して説明した。群 πn

n+k の生成元の多くは {α,Emβ,Emγ}m を用いて構成
することができる。第 7 節では k ≤ 11の場合について戸田の生成元の集合 gnn+k の分割を導入し、表 1にお
いて示した。また、πn

n+k の群構造も Toda[T]から引用して記した。さらに、生成元の定義と性質についても
いくつか述べた。第 8 節では πn

n+12 の群構造を Toda[T]から引用して記した。第 9 節では懸垂準同型の計算
を記し、さらに第 7 節で導入した戸田の生成元の集合 gnn+k の分割の性質について述べた。第 10 節では本稿
で考えている合成の計算が上に述べたように一部の場合に帰着できることを示し、表 2において計算結果を示
した。第 11 節では表 2の計算結果の証明を行った。第 12 節では今後の課題について述べた。
本稿において、自然数mに対し Zm{α}は元 αを生成元とする位数mの巡回群、Z{α}は元 αを生成元と

する無限位数の巡回群を表すこととする。
多数の貴重なコメントをくださった査読者に感謝を申し上げる。

3 基点付き位相空間のホモトピー群に関する基本的事項
この節では基点付き位相空間のホモトピー群に関する基本的事項を述べる。詳しくはホモトピー論の教科

書、例えば西田 [N]を参照されたい。
位相空間 X および Y に対し、X と Y が同相であることを X ∼= Y で表すことにする。位相空間 X と X

のある区別された点 x0 ∈ X の対 (X,x0)を基点付き位相空間という。
(X,x0) および (Y, y0) を基点付き位相空間とする。X と Y の直和 X

⨿
Y において x0 ∈ X と y0 ∈ Y

を同一視した空間を X ∨ Y で表す。X × Y の部分空間 (X × {y0}) ∪ ({x0} × Y ) を考えると X ∨ Y ∼=
(X × {y0}) ∪ ({x0} × Y )であるので、以後同一視して X ∨ Y = (X × {y0}) ∪ ({x0} × Y ) ⊂ X × Y と考
えることにする。また、(x0, y0) ∈ X ∨ Y を X ∨ Y の基点と考える。基点付き位相空間 (X ∨ Y, (x0, y0))を
(X,x0)と (Y, y0)のウェッジ和という。さらに、X × Y のX ∨ Y による商空間 (X × Y )/(X ∨ Y ) をX ∧ Y

で表し、商写像X×Y → X ∧Y による (x, y) ∈ X×Y の像を x∧y ∈ X ∧Y で表す。また、x0∧y0 ∈ X ∧Y

を X ∧ Y の基点と考える。基点付き位相空間 (X ∧ Y, x0 ∧ y0)を (X,x0)と (Y, y0)のスマッシュ積という。
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特にX ∧ Sn を EnX で表し、X の n重懸垂という。ここで nは負でない整数であり、n次元球面 Sn の基点
として (1, 0, · · · , 0) ∈ Sn ⊂ Rn+1 をとっている。
再び (X,x0)および (Y, y0)を基点付き位相空間とする。X から Y への連続写像で x0 を y0 にうつすもの

全体からなる集合をMap∗(X,Y )で表す。X からそれ自身への恒等写像を idX : X → X とすると、もちろ
ん idX ∈ Map∗(X,X) である。I = [0, 1] を単位区間とする。f, g ∈ Map∗(X,Y ) に対し X × I から Y へ
の連続写像 F で、任意の x ∈ X, t ∈ I に対して F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x), F (x0, t) = y0 をみたす
ものが存在するとき、f ∼ g と表し f は g にホモトープであるという。また、F を f と g をつなぐホモト
ピーという。ホモトープという関係 ∼が同値関係であることは容易に確かめられる。Map∗(X,Y )の同値関
係 ∼による商集合Map∗(X,Y )/ ∼ を [X,Y ]∗ で表し、(X,x0)から (Y, y0)へのホモトピー集合という。ま
た、f ∈ Map∗(X,Y )が属する同値類を [f ] ∈ [X,Y ]∗ で表し、f のホモトピー類という。
(X,x0), (Y, y0), (Z, z0), (W,w0) を基点付き位相空間とし、f ∈ Map∗(X,Y ), g ∈ Map∗(Z,W ) と

するとき、f ∨ g ∈ Map∗(X ∨ Z, Y ∨ W ) および f ∧ g ∈ Map∗(X ∧ Z, Y ∧ W ) が自然に定義でき
る。特に f ∧ idSn ∈ Map∗(X ∧ Sn, Y ∧ Sn) = Map∗(E

nX,EnY ) を Enf で表し、f の n 重懸垂とい
う。f ∼ f ′ ∈ Map∗(X,Y ) のとき Enf ∼ Enf ′ ∈ Map∗(E

nX,EnY ) であることが容易にわかるので、
[f ] ∈ [X,Y ]∗ に対し En[f ] = [Enf ] ∈ [EnX,EnY ]∗ とすることにより、写像 En : [X,Y ]∗ → [EnX,EnY ]∗

が定義できる。En[f ]を [f ]の n重懸垂という。
また、(X,x0), (Y, y0), (Z, z0) を基点付き位相空間とし、a ∈ Map∗(Y, Z), b ∈ Map∗(X,Y ) とすると

き、合成 a ◦ b ∈ Map∗(X,Z) を定義できる。さらに α = [a] ∈ [Y, Z]∗, β = [b] ∈ [X,Y ]∗ とするとき、ホ
モトピー類についても合成 α ◦ β = [a ◦ b] ∈ [X,Z]∗ を定義できることがわかる。合成 ◦ について結合律が
成り立つ。すなわち、(W,w0) も基点付き位相空間とし、c ∈ Map∗(W,X), γ = [c] ∈ [W,X]∗ とするとき、
(a◦b)◦c = a◦(b◦c) ∈ Map∗(W,Z)および (α◦β)◦γ = α◦(β◦γ) ∈ [W,Z]∗ が成り立つ。したがって a◦b◦cお
よび α◦β◦γ のように括弧を省略して表しても問題ない。また、En(a◦b) = Ena◦Enb ∈ Map∗(EnX,EnZ),

En(α ◦ β) = Enα ◦ Enβ ∈ [EnX,EnZ]∗ が成り立つ。
ここで [X,Y ]∗ においてX が n次元球面 Sn の場合を考え、[Sn, Y ]∗ = πn(Y )と表す。S0 は基点ともう 1

点の 2点からなる集合であるので、π0(Y )は Y の弧状連結成分の集合と同一視できる。n ≥ 1のとき πn(Y )

における演算 +を以下のように定義する。まず Sn は Sn−1 ∧ S1 と同相であることに注意する。実際 n = 1

のときは明らかであり、n ≥ 2のときは自然な同相の列 Sn−1∧S1 ∼= (In−1/∂In−1)∧(I/∂I) ∼= In/∂In ∼= Sn

によりわかる。ここで ∂In は In の境界である。また、自然な同相の列 Sn−1 ∧ (S1 ∨ S1) ∼= (Sn−1 ∧ S1) ∨
(Sn−1 ∧ S1) ∼= Sn ∨ Sn があることも容易にわかる。そこで c1 ∈ Map∗(S1, S1 ∨ S1)を

c1(cos 2πt, sin 2πt) =

{
((cos 4πt, sin 4πt), (1, 0)), (0 ≤ t ≤ 1

2 )

((1, 0), (cos 4πt, sin 4πt)), ( 12 ≤ t ≤ 1)

によって定義し、さらに cn ∈ Map∗(Sn, Sn ∨ Sn)を合成

cn : S
n ∼= Sn−1 ∧ S1 idSn−1∧c1−−−−−−−→ Sn−1 ∧ (S1 ∨ S1) ∼= (Sn−1 ∧ S1) ∨ (Sn−1 ∧ S1) ∼= Sn ∨ Sn

によって定義する。そして f, g ∈ Map∗(Sn, Y )に対し、f + g ∈ Map∗(Sn, Y )を合成

f + g : Sn cn−→ Sn ∨ Sn f∨g−−→ Y ∨ Y
∇−→ Y

によって定義する。ここで∇ ∈ Map∗(Y ∨Y, Y )は∇(y, y0) = ∇(y0, y) = y ∈ Y によって定義される写像で
ある。f ∼ f ′ ∈ Map∗(Sn, Y ) かつ g ∼ g′ ∈ Map∗(Sn, Y )のとき (f +g) ∼ (f ′+g′) ∈ Map∗(Sn, Y ) である
ことが容易にわかるので、πn(Y ) = [S

n, Y ]∗ の演算 +を [f ], [g] ∈ πn(Y ) に対し [f ] + [g] = [f + g] ∈ πn(Y )

とおくことにより定義できる。
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n ≥ 1のとき πn(Y )は上に述べた演算 + によって群になることが確かめられる。さらに n ≥ 2のとき、演
算 +は可換な演算となり πn(Y )はアーベル群になることもわかる。n ≥ 1のとき πn(Y )を基点付き位相空
間 (Y, y0)の n次元ホモトピー群という。
また、mを負でない整数とすると、Sn−1 ∧ S1 ∼= Sn を示すときと同様の議論により EmSn = Sn ∧ Sm ∼=

Sn+m であることがわかり、この同相によって自然に誘導される [Sn+m, Y ]∗ から [EmSn, Y ]∗ への全単射に
より [EmSn, Y ]∗ を (Y, y0)の (n +m)次元ホモトピー群 πn+m(Y ) = [S

n+m, Y ]∗ と同一視できる。そこで
写像

Em : πn(Y ) = [S
n, Y ]∗ → [EmSn, EmY ]∗ = πn+m(E

mY )

を考えると、これは群の準同型になることがわかる。この Em : πn(Y ) → πn+m(E
mY ) を πn(Y )のm重懸

垂準同型という。

4 球面のホモトピー群に関する基本的事項
この節では球面のホモトピー群に関する基本的事項を述べる。詳しくはホモトピー論の教科書、例えば西田

[N]を参照されたい。
n, i を自然数として n 次元球面 Sn とその基点 (1, 0, · · · , 0) ∈ Sn ⊂ Rn+1 に対して i 次元ホモトピー群

πi(S
n)を考える。このときのm重懸垂準同型 Em は

Em : πi(S
n)→ πi+m(E

mSn)

となるが、EmSn = Sn ∧Sm ∼= Sn+m によって自然に誘導される πi+m(E
mSn)から πi+m(S

n+m)への群の
同型によってこれらを同一視すると、m重懸垂準同型 Em は

Em : πi(S
n)→ πi+m(S

n+m)

となる。
さて、まず

πi(S
n) = 0, (i < n)

であることが知られている。次に、恒等写像 idSn ∈ Map∗(Sn, Sn) のホモトピー類を ιn = [idSn ] ∈ πn(S
n)

で表すと ιn = En−1ι1 であって

πn(S
n) = Z{ιn}, (n ≥ 1)

であることが知られている。さらに、

πi(S
1) = 0, (i > 1)

であることも知られている。特に S1 のホモトピー群は完全に知られている。
また、Serre[S]により以下のことが知られている。

• πi(S
n)は nが奇数で i > nのとき有限アーベル群である。

• πi(S
n)は nが偶数で i > nかつ i ̸= 2n− 1のとき有限アーベル群である。

• πi(S
n)は nが偶数で i = 2n− 1のとき Z⊕A（Aは有限アーベル群）に同型である。

球面のホモトピー群 πn+k(S
n)に対して k の値を stemという。（k が負の整数のときは上で述べたように

πn+k(S
n) = 0である。したがって、kとしては負でない整数を考えれば十分である。）以下のことが知られて

いる。
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43球面のホモトピー群の合成構造について

•（Freudenthalの懸垂定理）E : πn+k(S
n)→ πn+k+1(S

n+1) は k+1 < nのとき同型であり、n = k+1

のとき全射である。

証明は [N]を参照されたい。したがって、（群の同型を =で表すことにして）群の同型

π2k+2(S
k+2) = π2k+3(S

k+3) = π2k+4(S
k+4) = · · ·

が成り立つ。この群を球面の k-stemの安定ホモトピー群という。
さらに、nを自然数、k, lを負でない整数として、球面のホモトピー群の合成

◦ : πn+k(S
n)× πn+k+l(S

n+k)→ πn+k+l(S
n), (α, β) �→ α ◦ β

を考えることができる。群構造と合成構造の関係として、一般に

α ◦ (β + β′) = α ◦ β + α ◦ β′, α ∈ πn+k(S
n), β, β′ ∈ πn+k+l(S

n+k)

および

(α+ α′) ◦ Eβ = α ◦ Eβ + α′ ◦ Eβ, α, α′ ∈ πn+k(S
n), β,∈ πn+k+l−1(S

n+k−1)

が成り立つことがわかる。しかし、一般に

(α+ α′) ◦ β = α ◦ β + α′ ◦ β, α, α′ ∈ πn+k(S
n), β,∈ πn+k+l(S

n+k)

が成り立つとは限らないので注意が必要である。

5 群 πn
n+k および EH∆系列について

nを 2以上の整数とし、iを自然数とする。πi(S
n)の 2-成分を πi(S

n; 2)で表す。Toda[T]の第 IV章にし
たがい、πi(S

n)の部分群 πn
i を以下のように定義する。

πn
i =




πn(S
n), (i = n)

E−1(π2n(S
n+1; 2)), (i = 2n− 1)

πi(S
n; 2), (i ̸= n, 2n− 1)

ここで、E−1(π2n(S
n+1; 2))は E : π2n−1(S

n)→ π2n(S
n+1)による π2n(S

n+1; 2)の逆像である。懸垂準同型
E は E : πn

i → πn+1
i+1 に制限され、したがってm重懸垂準同型 Em は Em : πn

i → πn+m
i+m に制限される。

πn
i は πi(S

n; 2)を全て含む。そして、i < nのとき πn
i = 0、πn

n = πn(S
n) = Z{ιn}であり、かつ次のこと

が成り立つ。

• πn
i は nが奇数で i > nのとき有限アーベル 2-群である。

• πn
i は nが偶数で i > nかつ i ̸= 2n− 1のとき有限アーベル 2-群である。

• πn
i は nが偶数で i = 2n− 1のとき Z⊕A（Aは有限アーベル 2-群）に同型である。

また、群の同型

πk+2
2k+2 = πk+3

2k+3 = πk+4
2k+4 = · · ·

が成り立つ。さらに、準同型H : πn+1
i+1 → π2n+1

i+1 および準同型∆: π2n+1
i+1 → πn

i−1 が存在して、次の完全系列
（EH∆-系列という）が存在することがわかる。

· · · → πn
i

E−→ πn+1
i+1

H−→ π2n+1
i+1

∆−→ πn
i−1

E−→ πn+1
i

H−→ · · ·

5
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（H は Hopf準同型、∆は球面のホモトピー群のWhitehead積に関連する準同型であり、H および∆のいず

れも重要な準同型であるが、定義、性質の説明のためにはさらなる準備が必要となるため、本稿では略する。
EH∆-系列は πn

i の群構造の決定のための主道具となるものである。詳しくは Toda[T]を参照されたい。）

さらに、nを 2以上の整数、k, lを負でない整数として、球面のホモトピー群の合成は

◦ : πn
n+k × πn+k

n+k+l → πn
n+k+l, (α, β) �→ α ◦ β

に制限されることがわかる。そしてやはり、一般に

α ◦ (β + β′) = α ◦ β + α ◦ β′, α ∈ πn
n+k, β, β

′ ∈ πn+k
n+k+l

および

(α+ α′) ◦ Eβ = α ◦ Eβ + α′ ◦ Eβ, α, α′ ∈ πn
n+k, β,∈ πn+k−1

n+k+l−1

は成り立つが、一般に

(α+ α′) ◦ β = α ◦ β + α′ ◦ β, α, α′ ∈ πn
n+k, β,∈ πn+k

n+k+l

が成り立つとは限らないので注意が必要である。本稿ではこの合成 ◦の計算を行う。

6 戸田括弧積について
戸田の生成元の構成法（の一部）について第 7 節で述べるため、この節では戸田括弧積の定義を Toda[T]か

ら引用して述べる。
mを負でない整数とする。(W,w0), (X,x0), (Y, y0), (Z, z0)を基点付き位相空間とし、α ∈ [EmY, Z]∗, β ∈

[X,Y ]∗, γ ∈ [W,X]∗ が

α ◦ Emβ = 0 ∈ [EmX,Z]∗, β ◦ γ = 0 ∈ [W,Y ]∗

をみたしているとする。（0は基点への定値写像のホモトピー類を一般に表すものとする。）いま、

α = [a], a ∈ Map∗(EmY, Z),

β = [b], b ∈ Map∗(X,Y ),

γ = [c], c ∈ Map∗(W,X)

と代表元 a, b, c をとり、さらに（∗ は基点への定値写像を一般に表すものとして）a ◦ Emb と ∗ をつな
ぐホモトピー A : EmX × I → Z、および、b ◦ c と ∗ をつなぐホモトピー B : W × I → Y をとる。
t ∈ I, x̃ ∈ EmX, w ∈ W に対して At(x̃) = A(x̃, t), Bt(w) = B(w, t)として At : E

mX → Z, Bt : W → Y

を定義する。
このとき、H ∈ Map∗(EEmW,Z) = Map∗(E

mW ∧ S1, Z)を、w̃ ∈ EmW, t ∈ I に対して

H(w̃ ∧ (cos 2πt, sin 2πt)) =

{
a ◦ EmB2t−1(w̃), ( 12 ≤ t ≤ 1)
A1−2t ◦ Emc(w̃), (0 ≤ t ≤ 1

2 )

とおくことによって定義することができる。そこで、戸田括弧積 {α,Emβ,Emγ}m ⊂ [EEmW,Z]∗ を上
のようにして作ることのできる H ∈ Map∗(EEmW,Z) のホモトピー類 [H] ∈ [EEmW,Z]∗ 全体からなる
集合として定義する。H の定義は代表元 a, b, c およびホモトピー A,B の取り方に依存する。したがって、
{α,Emβ,Emγ}m は一般に一つのホモトピー類からなるとは限らない。
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45球面のホモトピー群の合成構造について

特に、nを 2以上の整数、k, l, q を負でない整数、mを 0 ≤ m ≤ k をみたす整数として、

W = Sn+k+l+q−m, X = Sn+k+l−m, Y = Sn+k−m, Z = Sn

の場合を考える。同相

EEmW ∼= Sn+k+l+q+1, EmW ∼= Sn+k+l+q, EmX = Sn+k+l, EmY = Sn+k

によってこれらをそれぞれ同一視し、

α ∈ [Sn+k, Sn]∗ = πn+k(S
n),

β ∈ [Sn+k+l−m, Sn+k−m]∗ = πn+k+l−m(S
n+k−m),

γ ∈ [Sn+k+l+q−m, Sn+k+l−m]∗ = πn+k+l+q−m(S
n+k+l−m)

が

α ◦ Emβ = 0 ∈ [Sn+k+l, Sn]∗ = πn+k+l(S
n),

β ◦ γ = 0 ∈ [Sn+k+l+q−m, Sn+k−m]∗ = πn+k+l+q−m(S
n+k−m)

をみたしているとする。このとき、

{α,Emβ,Emγ}m ⊂ [Sn+k+l+q+1, Sn]∗ = πn+k+l+q+1(S
n)

となる。また、{α,Emβ,Emγ}m は πn+k+l+q+1(S
n)の部分群

α ◦ Emπn+k+l+q+1−m(S
n+k−m) + πn+k+l+1(S

n) ◦ Em+1γ

による剰余類になることがわかる。さらに、

m ≥ 1, α ∈ πn+k(S
n; 2) ⊂ πn

n+k, γ ∈ πn+k+l+q−m(S
n+k+l−m; 2) ⊂ πn+k+l−m

n+k+l+q−m

であるとき、

{α,Emβ,Emγ}m ⊂ πn
n+k+l+q+1

となり、かつ {α,Emβ,Emγ}m は πn
n+k+l+q+1 の部分群

α ◦ Emπn+k−m
n+k+l+q+1−m + πn

n+k+l+1 ◦ Em+1γ

による剰余類になることもわかる。

7 戸田の生成元の集合の分割
これ以降、nは 2以上の自然数、k, lは自然数を表すものとする。
n ≥ 3, k ≤ 11 とする。πn

n+k の Toda[T] の生成元の集合 gnn+k に対し、表 1 に示す元からなる部分集合
dnn+k, bnn+k, snn+k, onn+k ⊂ gnn+k を考え、目的とする合成の計算において用いる。（表 1で −と示している
場合は該当する集合は空集合であるものとする。）
dnn+k, b

n
n+k, s

n
n+k, o

n
n+k の定め方の意図は以下の通りである。まず gnn+k の元のうち、懸垂準同型 E の像

に含まれていて、かつ、正の stem の元の合成として明示的に表示されているものをまず bnn+k に分類した。
（bは bothの頭文字からとった。）また、懸垂準同型 E の像に含まれているが、正の stemの元の合成として
明示的に表示されてはいないものを snn+k に分類した。（s は suspension の頭文字からとった。）さらに、正
の stemの元の合成として明示的に表示されているが、懸垂準同型 E の像に含まれていないものを dnn+k に分

7
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類した。（d は decomposable の頭文字からとった。）最後に、上の 3 つのどれにも分類されていないものを
onn+k に分類した。（oは originalの頭文字からとった。）
なお、表 1には πn

n+k も記した。（πn
n+12 については第 8 節に記した。）これらの群の生成元の定義と性質を

いくつか以下に述べておく。さらに詳しい情報については Toda[T]を参照されたい。

• η2 ∈ π2
3 は H(η2) = ι3 ∈ π3

3 をみたす元である。また、ηn = En−2η2 ∈ πn
n+1, η2n = ηn ◦ ηn+1 ∈

πn
n+2 (n ≥ 2)とおく。

• ν4 ∈ π4
7 は H(ν4) = ι7 ∈ π7

7 をみたす元である。また、νn = En−4ν4 ∈ πn
n+3, ν2n = νn ◦ νn+3 ∈

πn
n+6, ν

3
n = νn ◦ νn+3 ◦ νn+6 ∈ πn

n+9, ν
4
n = νn ◦ νn+3 ◦ νn+6 ◦ νn+9 ∈ πn

n+12 (n ≥ 4) とおく。
• ν′ ∈ π3

6 は ν′ ∈ {η3, 2ι4, η4}1 ⊂ π3
6 , E

2ν′ = 2ν5 ∈ π5
8 , H(ν

′) = η5 ∈ π5
6 をみたす元である。

• σ8 ∈ π8
15 は H(σ8) = ι15 ∈ π15

15 をみたす元である。また、σn = En−8σ8 ∈ πn
n+7 (n ≥ 8) とおく。

• σ′ ∈ π7
14 は E2σ′ = 2σ9 ∈ π9

16, H(σ
′) = η13 ∈ π13

14 をみたす元である。
• σ′′ ∈ π6

13 は Eσ′′ = 2σ′ ∈ π7
14, H(σ

′′) = η211 ∈ π11
13 をみたす元である。

• σ′′′ ∈ π5
12 は σ′′′ ∈ {ν5, 8ι8, ν8}t ⊂ π5

12 (0 ≤ t ≤ 3), Eσ′′′ = 2σ′′ ∈ π6
13, H(σ

′′′) = 4ν9 ∈ π9
12 をみた

す元である。
• ε3 ∈ π3

11 は ε3 ∈ {η3, Eν′, ν7}1 ⊂ π3
11, H(ε3) = ν25 ∈ π5

11 をみたす元である。また、εn = En−3ε3 ∈
πn
n+8 (n ≥ 3) とおく。

• ν̄6 ∈ π6
14 は ν̄6 ∈ {ν6, η9, ν10}t ⊂ π6

14 (0 ≤ t ≤ 4), H(ν̄6) ≡ ν11 ∈ π11
14 mod 2ν11 をみたす元である。

また、ν̄n = En−6ν̄6 ∈ πn
n+8 (n ≥ 6) とおく。

• µ3 ∈ π3
12 は H(µ3) = σ′′′ ∈ π5

12 をみたす元である。また、µn = En−3µ3 ∈ πn
n+9 (n ≥ 3)とおく。

• ε′ ∈ π3
13 は ε′ ∈ {ν′, 2ν6, ν9}3 ⊂ π3

13, H(ε
′) = ε5 ∈ π5

13 をみたす元である。
• µ′ ∈ π3

14 は µ′ ∈ {η3, 2ι4, µ4}1 ⊂ π3
14, H(µ

′) = µ5 ∈ π5
14 をみたす元である。

• ζ5 ∈ π5
16 は ζ5 ∈ {ν5, 8ι8, Eσ′}1 ⊂ π5

16, H(ζ5) = 8σ9 ∈ π9
16 をみたす元である。また、ζn = En−5ζ5 ∈

πn
n+11 (n ≥ 5) とおく。

• θ′ ∈ π11
23 は θ′ ∈ {σ11, 2ν18, η21}1 ⊂ π11

23 , H(θ
′) = η221 ∈ π21

23 をみたす元である。
• θ ∈ π12

24 は θ ∈ {σ12, ν19, η22}1 ⊂ π12
24 , H(θ) = η23 ∈ π23

24 をみたす元である。
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47球面のホモトピー群の合成構造について

表 1 分割された戸田の生成元 dnn+k, bnn+k, snn+k, onn+k および群 πn
n+k (n ≥ 3, k ≤ 11)

k n n+ k dnn+k bnn+k snn+k onn+k πn
n+k

1 3 4 − − − η3 Z2{η3}
≥ 4 ≥ 5 − − ηn − Z2{ηn}

2 3 5 η23 − − − Z2{η23}
≥ 4 ≥ 6 − η2n − − Z2{η2n}

3 3 6 − − − ν′ Z4{ν′}
4 7 − − Eν′ ν4 Z{ν4} ⊕ Z4{Eν′}

≥ 5 ≥ 8 − − νn − Z8{νn}
4 3 7 ν′ ◦ η6 − − − Z2{ν′ ◦ η6}

4 8 ν4 ◦ η7 Eν′ ◦ η7 − − Z2{ν4 ◦ η7} ⊕ Z2{Eν′ ◦ η7}
5 9 − ν5 ◦ η8 − − Z2{ν5 ◦ η8}

≥ 6 ≥ 10 − − − − 0

5 3 8 ν′ ◦ η26 − − − Z2{ν′ ◦ η26}
4 9 ν4 ◦ η27 Eν′ ◦ η27 − − Z2{ν4 ◦ η27} ⊕ Z2{Eν′ ◦ η27}
5 10 − ν5 ◦ η28 − − Z2{ν5 ◦ η28}
6 11 − − − ∆(ι13) Z{∆(ι13)}

≥ 7 ≥ 12 − − − − 0

6 3 9 − − − − 0

4 10 ν24 − − − Z8{ν24}
5 11 − ν25 − − Z2{ν25}
6 12 − ν26 − − Z2{ν26}
7 13 − ν27 − − Z2{ν27}

≥ 8 ≥ 14 − ν2n − − Z2{ν2n}
7 3 10 − − − − 0

4 11 − − − − 0

5 12 − − − σ′′′ Z2{σ′′′}
6 13 − − − σ′′ Z4{σ′′}
7 14 − − − σ′ Z8{σ′}
8 15 − − Eσ′ σ8 Z{σ8} ⊕ Z8{Eσ′}

≥ 9 ≥ 16 − − σn − Z16{σn}
8 3 11 − − − ε3 Z2{ε3}

4 12 − − ε4 − Z2{ε4}
5 13 − − ε5 − Z2{ε5}
6 14 − − ε6 ν̄6 Z8{ν̄6} ⊕ Z2{ε6}
7 15 σ′ ◦ η14 − ν̄7, ε7 − Z2{σ′ ◦ η14} ⊕ Z2{ν̄7} ⊕ Z2{ε7}
8 16 σ8 ◦ η15 Eσ′ ◦ η15 ν̄8, ε8 − Z2{σ8 ◦ η15} ⊕ Z2{Eσ′ ◦ η15}

⊕Z2{ν̄8} ⊕ Z2{ε8}
9 17 − σ9 ◦ η16 ν̄9, ε9 − Z2{σ9 ◦ η16} ⊕ Z2{ν̄9} ⊕ Z2{ε9}

≥ 10 ≥ 18 − − ν̄n, εn − Z2{ν̄n} ⊕ Z2{εn}
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k n n+ k dnn+k bnn+k snn+k onn+k πn
n+k

9 3 12 η3 ◦ ε4 − − µ3 Z2{µ3} ⊕ Z2{η3 ◦ ε4}
4 13 ν34 η4 ◦ ε5 µ4 − Z2{ν34} ⊕ Z2{µ4} ⊕ Z2{η4 ◦ ε5}
5 14 − ν35 , η5 ◦ ε6 µ5 − Z2{ν35} ⊕ Z2{µ5} ⊕ Z2{η5 ◦ ε6}
6 15 − ν36 , η6 ◦ ε7 µ6 − Z2{ν36} ⊕ Z2{µ6} ⊕ Z2{η6 ◦ ε7}
7 16 σ′ ◦ η214 ν37 , η7 ◦ ε8 µ7 − Z2{σ′ ◦ η214} ⊕ Z2{ν37}

⊕Z2{µ7} ⊕ Z2{η7 ◦ ε8}
8 17 σ8 ◦ η215 Eσ′ ◦ η215, µ8 − Z2{σ8 ◦ η215} ⊕ Z2{Eσ′ ◦ η215}

ν38 , η8 ◦ ε9 ⊕Z2{ν38} ⊕ Z2{µ8} ⊕ Z2{η8 ◦ ε9}
9 18 − σ9 ◦ η216, µ9 − Z2{σ9 ◦ η216} ⊕ Z2{ν39}

ν39 , η9 ◦ ε10 ⊕Z2{µ9} ⊕ Z2{η9 ◦ ε10}
10 19 − ν310, η10 ◦ ε11 µ10 ∆(ι21) Z{∆(ι21)} ⊕ Z2{ν310}

⊕Z2{µ10} ⊕ Z2{η10 ◦ ε11}
≥ 11 ≥ 20 − ν3n, ηn ◦ εn+1 µn − Z2{ν3n} ⊕ Z2{µn} ⊕ Z2{ηn ◦ εn+1}

10 3 13 η3 ◦ µ4 − − ε′ Z4{ε′} ⊕ Z2{η3 ◦ µ4}
4 14 ν4 ◦ σ′ η4 ◦ µ5 Eε′ − Z8{ν4 ◦ σ′} ⊕ Z4{Eε′} ⊕ Z2{η4 ◦ µ5}
5 15 ν5 ◦ σ8 η5 ◦ µ6 − − Z8{ν5 ◦ σ8} ⊕ Z2{η5 ◦ µ6}
6 16 − ν6 ◦ σ9, η6 ◦ µ7 − − Z8{ν6 ◦ σ9} ⊕ Z2{η6 ◦ µ7}
7 17 − ν7 ◦ σ10, η7 ◦ µ8 − − Z8{ν7 ◦ σ10} ⊕ Z2{η7 ◦ µ8}
8 18 σ8 ◦ ν15 ν8 ◦ σ11, η8 ◦ µ9 − − Z8{σ8 ◦ ν15} ⊕ Z8{ν8 ◦ σ11}

⊕Z2{η8 ◦ µ9}
9 19 − σ9 ◦ ν16, η9 ◦ µ10 − − Z8{σ9 ◦ ν16} ⊕ Z2{η9 ◦ µ10}
10 20 − σ10 ◦ ν17, η10 ◦ µ11 − − Z4{σ10 ◦ ν17} ⊕ Z2{η10 ◦ µ11}
11 21 − σ11 ◦ ν18, η11 ◦ µ12 − − Z2{σ11 ◦ ν18} ⊕ Z2{η11 ◦ µ12}

≥ 12 ≥ 22 − ηn ◦ µn+1 − − Z2{ηn ◦ µn+1}
11 3 14 ε3 ◦ ν11, − − µ′ Z4{µ′} ⊕ Z2{ε3 ◦ ν11} ⊕ Z2{ν′ ◦ ε6}

ν′ ◦ ε6
4 15 ν4 ◦ σ′ ◦ η14, ε4 ◦ ν12, Eν′ ◦ ε7 Eµ′ − Z2{ν4 ◦ σ′ ◦ η14} ⊕ Z2{ν4 ◦ ν̄7}

ν4 ◦ ν̄7, ⊕Z2{ν4 ◦ ε7} ⊕ Z4{Eµ′}
ν4 ◦ ε7 ⊕Z2{ε4 ◦ ν12} ⊕ Z2{Eν′ ◦ ε7}

5 16 − ν5 ◦ ν̄8, ν5 ◦ ε8 − ζ5 Z8{ζ5} ⊕ Z2{ν5 ◦ ν̄8} ⊕ Z2{ν5 ◦ ε8}
6 17 ν̄6 ◦ ν14 − ζ6 − Z8{ζ6} ⊕ Z4{ν̄6 ◦ ν14}
7 18 − ν̄7 ◦ ν15 ζ7 − Z8{ζ7} ⊕ Z2{ν̄7 ◦ ν15}
8 19 − ν̄8 ◦ ν16 ζ8 − Z8{ζ8} ⊕ Z2{ν̄8 ◦ ν16}
9 20 − ν̄9 ◦ ν17 ζ9 − Z8{ζ9} ⊕ Z2{ν̄9 ◦ ν17}
10 21 − − ζ10 − Z8{ζ10}
11 22 − − ζ11 − Z8{ζ11}
12 23 − − ζ12 ∆(ι25) Z{∆(ι25)} ⊕ Z8{ζ12}

≥ 13 ≥ 24 − − ζn − Z8{ζn}
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49球面のホモトピー群の合成構造について

8 πn
n+12 の群構造

ここでは、πn
n+12 (n ≥ 3)の群構造を Toda[T]から引用する。stemの和が 12の場合の合成の結果はこれ

らの群に値をもつことになる。

• π3
15 = Z2{ν′ ◦ µ6} ⊕ Z2{ν′ ◦ η6 ◦ ε7}

• π4
16 = Z2{ν4 ◦σ′ ◦ η214}⊕Z2{ν44}⊕Z2{ν4 ◦µ7}⊕Z2{ν4 ◦ η7 ◦ ε8}⊕Z2{Eν′ ◦µ7}⊕Z2{Eν′ ◦ η7 ◦ ε8}

• π5
17 = Z2{ν45} ⊕ Z2{ν5 ◦ µ8} ⊕ Z2{ν5 ◦ η8 ◦ ε9}

• π6
18 = Z16{∆(σ13)} = Z16{∆(ι13) ◦ σ11}

• π7
19 = π8

20 = π9
21 = 0

• π10
22 = Z4{∆(ν21)} = Z4{∆(ι21) ◦ ν19}

• π11
23 = Z2{θ′}

• π12
24 = Z2{θ} ⊕ Z2{Eθ′} = Z2{θ} ⊕ Z2{∆(η25)} = Z2{θ} ⊕ Z2{∆(ι25) ◦ η23}

• π13
25 = Z2{Eθ} = Z2{∆(ι27)}

• πn
n+12 = 0 (n ≥ 14)

なお、Eθ′ = ∆(η25) および Eθ = ∆(ι27) であることは [T] (7.30) で述べられている。また、∆(σ13) =

∆(ι13) ◦ σ11、∆(ν21) = ∆(ι21) ◦ ν19、および ∆(η25) = ∆(ι25) ◦ η23 は Toda[T] Prop. 2.5 からわかる。

9 懸垂準同型について
ここでは πn

n+k (n ≥ 3, k ≤ 12)における懸垂準同型

E : πn
n+k → πn+1

n+k+1

の計算を記し（ただし、自明なものについては省略した）、それらが一部の符号を除き全て計算可能であるこ
とを確認する。この計算結果により、第 7 節で導入した生成元の分割

gnn+k = dnn+k ∪ bnn+k ∪ snn+k ∪ onn+k

の良い性質を確認することができる。（後に述べる命題を参照。）この命題を第 10 節での考察に用いる。

• E(Eν′) = E2ν′ = 2ν5 ∵ [T] (5.5)
• E(Eν′ ◦ η7) = E2ν′ ◦ η8 = 2ν5 ◦ η8 = 0 ∵ [T] (5.5)
• E(ν5 ◦ η8) = ν6 ◦ η9 = 0 ∵ [T] (5.9)
• E(Eν′ ◦ η27) = E2ν′ ◦ η28 = 2ν5 ◦ η28 = 0 ∵ [T] (5.5)
• E(ν5 ◦ η28) = ν6 ◦ η29 = 0 ∵ [T] (5.9)
• Eσ′′′ = 2σ′′ ∵ [T] Lem 5.14

• Eσ′′ = 2σ′ ∵ [T] Lem 5.14

• E(Eσ′) = E2σ′ = 2σ9 ∵ [T] Lem 5.14

• E(Eσ′ ◦ η15) = E2σ′ ◦ η16 = 2σ9 ◦ η16 = 0 ∵ [T] Lem.5.14
• E(σ9 ◦ η16) = σ10 ◦ η17 = ν̄10 + ε10 ∵ [T] Lem.6.4
• E(Eσ′ ◦ η215) = E2σ′ ◦ η216 = 2σ9 ◦ η216 = 0 ∵ [T] Lem.5.14
• E(σ9 ◦ η216) = σ10 ◦ η217 = (ν̄10 + ε10) ◦ η18 = ν310 + η10 ◦ ε11 ∵ [T] Lem.6.4, Lem.6.3, (7.5)
• E(ν4 ◦ σ′) = ν5 ◦ Eσ′ = 2(ν5 ◦ σ8) ∵ [T] (7.16)
• E(Eε′) = E2ε′ = ±2(ν5 ◦ σ8) ∵ [T] (7.10)
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• E(ν8 ◦ σ11) = ν9 ◦ σ12 = ±2σ9 ◦ ν16
∵ [T] (7.19)より、x ν9 ◦σ12 = 2σ9 ◦ ν16（xは奇数）である。よって、x2 ν9 ◦σ12 = 2xσ9 ◦ ν16
である。8ν9 ◦ σ12 = 0であり、x2 ≡ 1 (mod 8)であるから、ν9 ◦ σ12 = 2xσ9 ◦ ν16 = ±2σ9 ◦ ν16
となる。

• E(σ11 ◦ ν18) = σ12 ◦ ν19 = 0 ∵ [T] (7.20)
• E(ν4 ◦ σ′ ◦ η14) = ν5 ◦ Eσ′ ◦ η15 = 2(ν5 ◦ σ8) ◦ η15 = (ν5 ◦ σ8) ◦ 2η15 = 0 ∵ [T] (7.16)
• E(ε4 ◦ ν12) = E∆(ν̄9) = 0 ∵ [T] (7.13)
• E(Eν′ ◦ ε7) = 2ν5 ◦ ε8 = ν5 ◦ 2ε8 = 0 ∵ [T] (5.5)
• E(Eµ′) = E2µ′ = ±2ζ5 ∵ [T] (7.14)
• E(ν5 ◦ ν̄8) = ν6 ◦ ν̄9 = ν6 ◦ ε9 = 2ν̄6 ◦ ν14 ∵ [T] (7.17), (7.18)
• E(ν5 ◦ ε8) = ν6 ◦ ε9 = 2ν̄6 ◦ ν14 ∵ [T] (7.18)
• E(ν̄9 ◦ ν17) = E∆(ν19) = 0 ∵ [T] (7.22)
• E(ν4 ◦ σ′ ◦ η214) = ν5 ◦ Eσ′ ◦ η215 = 2(ν5 ◦ σ8) ◦ η215 = 0 ∵ [T] (7.16)
• E(Eν′ ◦ µ7) = E2ν′ ◦ µ8 = 2ν5 ◦ µ8 = 0 ∵ [T] (5.5)
• E(Eν′ ◦ η7 ◦ ε8) = E2ν′ ◦ η8 ◦ ε9 = 2ν5 ◦ η8 ◦ ε9 = 0 ∵ [T] (5.5)
• Eν45 = E∆(ν̄11) = 0 ∵ [T] P77
• E(ν5 ◦ µ8) = ν6 ◦ µ9 = 8∆(σ13) = 8∆(ι13) ◦ σ11 ∵ [T] (7.25)
• E(ν5 ◦ η8 ◦ ε9) = E∆(ε11) = 0 ∵ [T] P77

これらを用いると、次の命題が成り立つことが容易に確認できる。

命題 dnn+k, b
n
n+k, s

n
n+k, o

n
n+k は以下の性質をみたす（n ≥ 3, k ≤ 11）。

(1) dnn+k, b
n
n+k, s

n
n+k, o

n
n+k はどの 2つも共通部分をもたない。

(2) gnn+k = dnn+k ∪ bnn+k ∪ snn+k ∪ onn+k である。
(3) dnn+k ∪ bnn+k に属する元は全て低い stemの戸田の生成元の合成で表される。すなわち、

dnn+k ∪ bnn+k ⊂
k−1∪
i=1

gnn+i ◦ gn+i
n+k =

k−1∪
i=1

{α′ ◦ α′′|α′ ∈ gnn+i, α
′′ ∈ gn+i

n+k}

である。
(4) b33+k = s33+k = ∅である。
(5) bnn+k ∪ snn+k に属する元は全て懸垂準同型による戸田の生成元の像になっている。すなわち、

bnn+k ∪ snn+k ⊂ E(gn−1
n+k−1) = Im(E|gn−1

n+k−1
: gn−1

n+k−1 → πn
n+k)

である。

10 合成構造について
以下、k + l ≤ 12 に対して、合成

◦ : gnn+k × gn+k
n+k+l → πn

n+k+l

を計算する。すなわち、

α ∈ gnn+k = dnn+k ∪ bnn+k ∪ snn+k ∪ onn+k

β ∈ gn+k
n+k+l = dn+k

n+k+l ∪ bn+k
n+k+l ∪ sn+k

n+k+l ∪ on+k
n+k+l

12
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51球面のホモトピー群の合成構造について

に対して、α ◦ β を戸田の生成元の一次結合で表す。
計算は自然数の３つ組 (k + l, k, n) に関する辞書式順序によって段階的に行うが、考えるべき範囲を削減す

るためにいくつかの一般的考察をここで行う。
まず、同型 η2◦ : π3

3+i

∼=−→ π2
3+i（iは負でない整数）により、n = 2の場合は n = 3の場合に帰着できる。ま

た、n ≥ k + 2のとき πn
n+k は安定域にある（すなわち E : πn

n+k → πn+1
n+k+1 が同型である）ので、n ≥ k + 3

のとき、α ∈ gnn+k に対して α′ ∈ gn−1
n+k−1 が存在して、α = Eα′ となる。同様に、n + k ≥ l + 3 のとき、

β ∈ gn+k
n+k+lに対して β′ ∈ gn+k−1

n+k+l−1が存在して、β = Eβ′となる。したがって、n ≥ max{k, l−k}+3 ≥ 4の
とき、α ∈ gnn+k, β ∈ gn+k

n+k+l に対して上記のような α′, β′がともに存在して、α◦β = Eα′ ◦Eβ′ = E(α′ ◦β′)

となる。ここで α′ ◦ β′ は前の段階で計算されており、E : πn−1
n+k+l−1 → πn

n+k+l も第 9 節で述べたように既知
であるので、α ◦ β は計算できる。したがって、3 ≤ n ≤ max{k, l − k}+ 2の範囲で考えれば十分である。
同様の理由で、α ∈ bnn+k ∪ snn+k かつ β ∈ bn+k

n+k+l ∪ sn+k
n+k+l のときも、α′ ∈ gn−1

n+k−1, β
′ ∈ gn+k−1

n+k+l−1 が存在
して α = Eα′, β = Eβ′, α ◦ β = E(α′ ◦ β′)となるので、α ◦ β は計算できる。（b33+k ∪ s33+k = ∅としていた
ので n ≥ 4の場合で考えればよく、α′ ◦ β′ は確かに前の段階で計算されている。）
さらに、α ∈ dnn+k ∪ bnn+k のとき、（k ≥ 2であって）1 ≤ i ≤ k − 1なる iが存在して α = α′ ◦ α′′, α′ ∈

gnn+i, α
′′ ∈ gn+i

n+k となる。ゆえに、

α ◦ β = (α′ ◦ α′′) ◦ β = α′ ◦ (α′′ ◦ β)

となるが、これは前の段階で計算されている。
以上の考察により、次の定理を示せば合成

◦ : gnn+k × gn+k
n+k+l → πn

n+k+l, (α, β) �→ α ◦ β

を k + l ≤ 12の場合について（一部の未決定な場合を除き）計算できることがわかった。

定理 k + l ≤ 12, 3 ≤ n ≤ max{k, l − k}+ 2とする。このとき

(α, β) ∈
(
snn+k × (dn+k

n+k+l ∪ on+k
n+k+l)

)∪(
onn+k × gn+k

n+k+l

)

に対して α ◦ β は表 2によって与えられる。（ただし、α ◦ β ∈ gnn+k+l となっている場合については省
略している。また、V = (n, n+ k, n+ k + l)とおいた。）

注意 実際の計算では、例えば以下のような点に注意すると、計算を効率的に進めることができる。
• k = 2, 4, 6のときは snn+k = onn+k = ∅ であるので、k ̸= 2, 4, 6としてよい。
• n ̸= 6のとき snn+5 = onn+5 = ∅ であるので、k = 5のときは n = 6のときのみ考えればよい。
• n ̸= 3, 4のとき snn+10 = onn+10 = ∅ であるので、k = 10のときは n = 3, 4のときのみ考えれば
よい。

• n+ k ≥ 6のとき gn+k
n+k+4 = ∅であるので、l = 4のときは n+ k ≤ 5のときのみ考えればよい。

• n+ k ≥ 7のとき gn+k
n+k+5 = ∅であるので、l = 5のときは n+ k ≤ 6のときのみ考えればよい。
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表 2 (α, β) ∈
(
snn+k × (dn+k

n+k+l ∪ on+k
n+k+l)

)∪ (
onn+k × gn+k

n+k+l

)
(k+l ≤ 12, 3 ≤ n ≤ max{k, l−k}+2)

に対する α ◦ β （ただし、α ◦ β ∈ gnn+k+l となっている場合については省略）

k + l k l n V α β α ◦ β 備考
(1) 3 1 2 3 (3, 4, 6) η3 η24 2ν′ [T] (5.3)

(2) 4 1 3 3 (3, 4, 7) η3 Eν′ 0 [T] Lem. 5.7

(3) 4 1 3 3 (3, 4, 7) η3 ν4 ν′ ◦ η6 [T] (5.9)

(4) 5 1 4 3 (3, 4, 8) η3 ν4 ◦ η7 ν′ ◦ η26 (3)

(5) 5 1 4 3 (3, 4, 8) η3 Eν′ ◦ η7 0 (2)

(6) 6 1 5 3 (3, 4, 9) η3 ν4 ◦ η27 0

(7) 6 1 5 3 (3, 4, 9) η3 Eν′ ◦ η27 0

(8) 6 1 5 5 (5, 6, 11) η5 ∆(ι13) 0

(9) 6 3 3 3 (3, 6, 9) ν′ ν6 0

(10) 6 5 1 6 (6, 11, 12) ∆(ι13) η11 0 [T] (5.13)

(11) 7 1 6 3 (3, 4, 10) η3 ν24 0

(12) 7 5 2 6 (6, 11, 13) ∆(ι13) η211 0 (10)

(13) 8 1 7 4 (4, 5, 12) η4 σ′′′ 0 [T] (7.4)

(14) 8 1 7 5 (5, 6, 13) η5 σ′′ 0 [T] (7.4)

(15) 8 1 7 6 (6, 7, 14) η6 σ′ 4ν̄6 [T] (7.4)

(16) 8 1 7 7 (7, 8, 15) η7 σ8 σ′ ◦ η14 + ν̄7 + ε7 [T] (7.4)

(17) 8 3 5 3 (3, 6, 11) ν′ ∆(ι13) 0

(18) 8 5 3 6 (6, 11, 14) ∆(ι13) ν11 ±2ν̄6 [T] Lem. 6.2

(19) 8 7 1 5 (5, 12, 13) σ′′′ η12 0 [T] (7.4)

(20) 8 7 1 6 (6, 13, 14) σ′′ η13 4ν̄6 [T] (7.4)

(21) 9 1 8 5 (5, 6, 14) η5 ν̄6 ν35 [T] (7.3)

(22) 9 1 8 6 (6, 7, 15) η6 σ′ ◦ η14 0

(23) 9 1 8 7 (7, 8, 16) η7 σ8 ◦ η15 σ′ ◦ η214 + ν37 + η7 ◦ ε8
(24) 9 3 6 3 (3, 6, 12) ν′ ν26 0 (9)

(25) 9 7 2 5 (5, 12, 14) σ′′′ η212 0 (19)

(26) 9 7 2 6 (6, 13, 15) σ′′ η213 0

(27) 9 8 1 3 (3, 11, 12) ε3 η11 η3 ◦ ε4 [T] (7.5)

(28) 9 8 1 6 (6, 14, 15) ν̄6 η14 ν36 [T] Lem. 6.3

(29) 10 1 9 3 (3, 4, 13) η3 ν34 0 (11)

(30) 10 1 9 3 (3, 4, 13) η3 η4 ◦ ε5 2ε′ [T] Lem. 6.6

(31) 10 1 9 6 (6, 7, 16) η6 σ′ ◦ η214 0 (22)

(32) 10 1 9 7 (7, 8, 17) η7 σ8 ◦ η215 0

(33) 10 1 9 9 (9, 10, 19) η9 ∆(ι21) 4σ9 ◦ ν16
(34) 10 3 7 3 (3, 6, 13) ν′ σ′′ 0 [Og2] Prop. (2.2)(1)

(35) 10 3 7 4 (4, 7, 14) Eν′ σ′ 2Eε′ [Og2] Prop. (2.2)(1)

(36) 10 7 3 5 (5, 12, 15) σ′′′ ν12 4(ν5 ◦ σ8)
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表 2 (α, β) ∈
(
snn+k × (dn+k

n+k+l ∪ on+k
n+k+l)

)∪ (
onn+k × gn+k

n+k+l

)
(k+l ≤ 12, 3 ≤ n ≤ max{k, l−k}+2)

に対する α ◦ β （ただし、α ◦ β ∈ gnn+k+l となっている場合については省略）

k + l k l n V α β α ◦ β 備考
(1) 3 1 2 3 (3, 4, 6) η3 η24 2ν′ [T] (5.3)

(2) 4 1 3 3 (3, 4, 7) η3 Eν′ 0 [T] Lem. 5.7

(3) 4 1 3 3 (3, 4, 7) η3 ν4 ν′ ◦ η6 [T] (5.9)

(4) 5 1 4 3 (3, 4, 8) η3 ν4 ◦ η7 ν′ ◦ η26 (3)

(5) 5 1 4 3 (3, 4, 8) η3 Eν′ ◦ η7 0 (2)

(6) 6 1 5 3 (3, 4, 9) η3 ν4 ◦ η27 0

(7) 6 1 5 3 (3, 4, 9) η3 Eν′ ◦ η27 0

(8) 6 1 5 5 (5, 6, 11) η5 ∆(ι13) 0

(9) 6 3 3 3 (3, 6, 9) ν′ ν6 0

(10) 6 5 1 6 (6, 11, 12) ∆(ι13) η11 0 [T] (5.13)

(11) 7 1 6 3 (3, 4, 10) η3 ν24 0

(12) 7 5 2 6 (6, 11, 13) ∆(ι13) η211 0 (10)

(13) 8 1 7 4 (4, 5, 12) η4 σ′′′ 0 [T] (7.4)

(14) 8 1 7 5 (5, 6, 13) η5 σ′′ 0 [T] (7.4)

(15) 8 1 7 6 (6, 7, 14) η6 σ′ 4ν̄6 [T] (7.4)

(16) 8 1 7 7 (7, 8, 15) η7 σ8 σ′ ◦ η14 + ν̄7 + ε7 [T] (7.4)

(17) 8 3 5 3 (3, 6, 11) ν′ ∆(ι13) 0

(18) 8 5 3 6 (6, 11, 14) ∆(ι13) ν11 ±2ν̄6 [T] Lem. 6.2

(19) 8 7 1 5 (5, 12, 13) σ′′′ η12 0 [T] (7.4)

(20) 8 7 1 6 (6, 13, 14) σ′′ η13 4ν̄6 [T] (7.4)

(21) 9 1 8 5 (5, 6, 14) η5 ν̄6 ν35 [T] (7.3)

(22) 9 1 8 6 (6, 7, 15) η6 σ′ ◦ η14 0

(23) 9 1 8 7 (7, 8, 16) η7 σ8 ◦ η15 σ′ ◦ η214 + ν37 + η7 ◦ ε8
(24) 9 3 6 3 (3, 6, 12) ν′ ν26 0 (9)

(25) 9 7 2 5 (5, 12, 14) σ′′′ η212 0 (19)

(26) 9 7 2 6 (6, 13, 15) σ′′ η213 0

(27) 9 8 1 3 (3, 11, 12) ε3 η11 η3 ◦ ε4 [T] (7.5)

(28) 9 8 1 6 (6, 14, 15) ν̄6 η14 ν36 [T] Lem. 6.3

(29) 10 1 9 3 (3, 4, 13) η3 ν34 0 (11)

(30) 10 1 9 3 (3, 4, 13) η3 η4 ◦ ε5 2ε′ [T] Lem. 6.6

(31) 10 1 9 6 (6, 7, 16) η6 σ′ ◦ η214 0 (22)

(32) 10 1 9 7 (7, 8, 17) η7 σ8 ◦ η215 0

(33) 10 1 9 9 (9, 10, 19) η9 ∆(ι21) 4σ9 ◦ ν16
(34) 10 3 7 3 (3, 6, 13) ν′ σ′′ 0 [Og2] Prop. (2.2)(1)

(35) 10 3 7 4 (4, 7, 14) Eν′ σ′ 2Eε′ [Og2] Prop. (2.2)(1)

(36) 10 7 3 5 (5, 12, 15) σ′′′ ν12 4(ν5 ◦ σ8)

14

k + l k l n V α β α ◦ β 備考
(37) 10 7 3 6 (6, 13, 16) σ′′ ν13 ±2ν6 ◦ σ9 [Og2] Prop. (2.2)(1)

(38) 10 7 3 7 (7, 14, 17) σ′ ν14 x ν7 ◦ σ10（xは奇数） [T] (7.19)

(39) 10 8 2 3 (3, 11, 13) ε3 η211 2ε′

(40) 10 8 2 6 (6, 14, 16) ν̄6 η214 0

(41) 10 9 1 3 (3, 12, 13) µ3 η12 η3 ◦ µ4 [Og2] Prop. (2.2)(2)

(42) 10 9 1 10 (10, 19, 20) ∆(ι21) η19 2σ10 ◦ ν17 [T] (7.21)

(43) 11 1 10 3 (3, 4, 14) η3 ν4 ◦ σ′ 0

(44) 11 1 10 3 (3, 4, 14) η3 η4 ◦ µ5 2µ′ [T] (7.7)

(45) 11 1 10 3 (3, 4, 14) η3 Eε′ 0

(46) 11 1 10 4 (4, 5, 15) η4 ν5 ◦ σ8 ε4 ◦ ν12 + Eν′ ◦ ε7
(47) 11 1 10 7 (7, 8, 18) η7 σ8 ◦ ν15 ν̄7 ◦ ν15
(48) 11 3 8 3 (3, 6, 14) ν′ ν̄6 ε3 ◦ ν11 [T] (7.12)

(49) 11 3 8 4 (4, 7, 15) Eν′ σ′ ◦ η14 0

(50) 11 3 8 5 (5, 8, 16) ν5 σ8 ◦ η15 ν5 ◦ ε8
(51) 11 5 6 6 (6, 11, 17) ∆(ι13) ν211 2ν̄6 ◦ ν14
(52) 11 9 2 3 (3, 12, 14) µ3 η212 2µ′

(53) 11 9 2 10 (10, 19, 21) ∆(ι21) η219 0

(54) 11 10 1 3 (3, 13, 14) ε′ η13 ν′ ◦ ε6 [T] (7.12)

(55) 12 1 11 3 (3, 4, 15) η3 ν4 ◦ σ′ ◦ η14 0 (43)

(56) 12 1 11 3 (3, 4, 15) η3 ν4 ◦ ν̄7 0

(57) 12 1 11 3 (3, 4, 15) η3 ν4 ◦ ε7 ν′ ◦ η6 ◦ ε7 (3)

(58) 12 1 11 3 (3, 4, 15) η3 ε4 ◦ ν12 0

(59) 12 1 11 3 (3, 4, 15) η3 Eν′ ◦ ε7 0 (2)

(60) 12 1 11 3 (3, 4, 15) η3 Eµ′ 0

(61) 12 1 11 4 (4, 5, 16) η4 ζ5 Eν′ ◦ µ7

mod Eν′ ◦ η7 ◦ ε8 [Og2] Prop.(2.2)(5)

(62) 12 1 11 5 (5, 6, 17) η5 ν̄6 ◦ ν14 ν45 (21)

(63) 12 1 11 11 (11, 12, 23) η11 ∆(ι25) 0

(64) 12 3 9 3 (3, 6, 15) ν′ ν36 0 (9)

(65) 12 3 9 4 (4, 7, 16) Eν′ σ′ ◦ η214 0

(66) 12 3 9 5 (5, 8, 17) ν5 σ8 ◦ η215 ν5 ◦ η8 ◦ ε9
(67) 12 3 9 7 (7, 10, 19) ν7 ∆(ι21) 0

(68) 12 9 3 3 (3, 12, 15) µ3 ν12 ν′ ◦ η6 ◦ ε7 [Og2] Prop.(2.2)(4)

(69) 12 10 2 3 (3, 13, 15) ε′ η213 ν′ ◦ η6 ◦ ε7
(70) 12 11 1 3 (3, 14, 15) µ′ η14 ν′ ◦ µ6 [Og2] Prop.(2.2)(4)

(71) 12 11 1 5 (5, 16, 17) ζ5 η16 ν5 ◦ µ8 mod Z2{ν45}
⊕Z2{ν5 ◦ η8 ◦ ε9}
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11 定理の証明
証明　備考欄に記載があるものについては、そこを参照すればよい。記載がないものについて以下、証明を

行う。煩雑を避けるため、[T]の第 1章から第 4章で述べられている一般的な定理や、[W]で述べられている
Whitehead積の一般的性質については断りなく用いることにする。
(6), (7), (9)：π3

9 = 0による。
(8)：η5◦∆(ι13) = ±(η5◦[ι6, ι6]) = ±[η5, η5] = ±[ι5◦Eη4, ι5◦Eη4] = ±[ι5, ι5]◦E(η4♯η4) = ∆(ι11)◦η9◦η10

= ν5 ◦ η8 ◦ η9 ◦ η10 = ν5 ◦ 4ν8 = 4ν25 = 0 ∵ [T] (5.10), (5.5)
(11)：π3

10 = 0による。
(17)：ν′ ◦∆(ι13) = ±(ν′ ◦ [ι6, ι6]) = ±[ν′, ν′] = 0 ∵ S3：Hopf空間
(22)：η6 ◦ σ′ ◦ η14 = 4ν̄6 ◦ η14 = 0 ∵ [T] (7.4)
(23)：η7 ◦ σ8 ◦ η15 = (σ′ ◦ η14 + ν̄7 + ε7) ◦ η15 = σ′ ◦ η214 + ν37 + η7 ◦ ε8 ∵ [T] (7.4), Lem.6.3, (7.5)
(26)：σ′′ ◦ η213 = 4ν̄6 ◦ η14 = 0 ∵ [T] (7.4)
(32)：η7 ◦ σ8 ◦ η215 = (σ′ ◦ η214 + ν37 + η7 ◦ ε8) ◦ η16 ∵ (23)

= 4σ′ ◦ ν14 + η27 ◦ ε9 ∵ [T] (5.5), (5.9), (7.5)
= 4ν7 ◦ σ10 + 4ν7 ◦ σ10 = 0 ∵ [T] (7.19), (7.10)

(33)：η9 ◦∆(ι21) = ±(η9 ◦ [ι10, ι10]) = ±[η9, η9] = ±[ι9 ◦ Eη8, ι9 ◦ Eη8]

= ±[ι9, ι9] ◦ E(η8♯η8) = ∆(ι19) ◦ η17 ◦ η18
= (σ9 ◦ η16 + ν̄9 + ε9) ◦ η217 ∵ [T] (7.1)
= 4σ9 ◦ ν16 + ν39 ◦ η18 + η29 ◦ ε11 ∵ [T] (5.5), Lem.6.3, (7.5)
= 4σ9 ◦ ν16 + 4ν9 ◦ σ12 ∵ [T] (5.9), (7.10)
= 4σ9 ◦ ν16 ∵ [T] (7.20)

(36)：[T] (6.2), (7.10), (7.16) によりわかる。
(39)：[T] (7.5), Lem. 6.6 によりわかる。
(40)：[T] Lem. 6.3, (5.9)によりわかる。
(43)：E(η3 ◦ ν4 ◦ σ′) = η4 ◦ ν5 ◦ Eσ′ = Eν′ ◦ η7 ◦ Eσ′ ∵ [T] (5.9)

= Eν′ ◦ 4ν̄7 = 0 ∵ [T] (7.4)
ここで、 E : π3

14 → π4
15 は単射なので、η3 ◦ ν4 ◦ σ′ = 0。

(45)：E(η3 ◦ Eε′) = η4 ◦ E2ε′

= η4 ◦ (±2(ν5 ◦ σ8)) ∵ [T] (7.10)
= ±2(η4 ◦ ν5 ◦ σ8) = ±2(Eν′ ◦ η7 ◦ σ8) ∵ [T] (5.9)
= ±2(Eν′ ◦ (σ′ ◦ η14 + ν̄7 + ε7)) ∵ [T] (7.4)
= ±2(Eν′ ◦ σ′ ◦ η14 + Eν′ ◦ ν̄7 + Eν′ ◦ ε7) = 0
よって (43)と同様に、η3 ◦ Eε′ = 0。

(46)：η4 ◦ ν5 ◦ σ8 = Eν′ ◦ η7 ◦ σ8 ∵ [T] (5.9)
= Eν′ ◦ (σ′ ◦ η14 + ν̄7 + ε7) ∵ [T] (7.4)
= Eν′ ◦ σ′ ◦ η14 + Eν′ ◦ ν̄7 + Eν′ ◦ ε7
= 2Eε′ ◦ η14 + ε4 ◦ ν12 + Eν′ ◦ ε7 ∵ [Og2] Prop. (2.2)(1), [T] (7.12)
= ε4 ◦ ν12 + Eν′ ◦ ε7

(47)：η7 ◦ σ8 ◦ ν15 = (σ′ ◦ η14 + ν̄7 + ε7) ◦ ν15 ∵ [T] (7.4)
= σ′ ◦ η14 ◦ ν15 + ν̄7 ◦ ν15 + ε7 ◦ ν15
= ν̄7 ◦ ν15 ∵ [T] (5.9), (7.13)
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(49)：Eν′ ◦ σ′ ◦ η14 = 2Eε′ ◦ η14 = 0 ∵ [Og2] Prop. (2.2)(1)
(50)：ν5 ◦ σ8 ◦ η15 = ν5 ◦ ν̄8, または, ν5 ◦ ε8 ∵ [Og2] Prop. (2.2)(3)

[T] (7.11)の懸垂像を考えることにより、∆(ν5 ◦ σ8) = ±(η2 ◦ ε′) がわかる。よって、
∆(ν5 ◦ σ8 ◦ η15) = ∆(ν5 ◦ σ8) ◦ η13 = (±(η2 ◦ ε′)) ◦ η13 = η2 ◦ ε′ ◦ η13 = η2 ◦ ν′ ◦ ε6
∆(ν5 ◦ ν̄8) = ∆(ν5) ◦ ν̄6 = (±(η2 ◦ ν′)) ◦ ν̄6 ∵ [T] Lem.5.7

= ±(η2 ◦ ν′ ◦ ν̄6) = η2 ◦ (±(ν′ ◦ ν̄6)) = η2 ◦ (±(ε3 ◦ ν11)) ∵ [T] (7.12)
= η2 ◦ ε3 ◦ ν11

∆(ν5 ◦ ε8) = ∆(ν5) ◦ ε6 = (±(η2 ◦ ν′)) ◦ ε6 = η2 ◦ ν′ ◦ ε6 ∵ [T] Lem.5.7
よって、ν5 ◦ σ8 ◦ η15 = ν5 ◦ ε8。

(51)：∆(ι13) ◦ ν211 = ∆(ι13) ◦ ν11 ◦ ν14 = ±2ν̄6 ◦ ν14 = 2ν̄6 ◦ ν14 ∵ [T] Lem. 6.2
(52)：µ3 ◦ η212 = η23 ◦ µ5 = 2µ

′ ∵ [Og2] Prop.(2.2)(2), [T] (7.7)
(53)：∆(ι21) ◦ η219 = ∆(ι21) ◦ η19 ◦ η20 = 2σ10 ◦ ν17 ◦ η20 = 0 ∵ [T] (7.21)
(56)：η3 ◦ ν4 ◦ ν̄7 = ν′ ◦ η6 ◦ ν̄7 = ν′ ◦ ν36 = 0 ∵ [T] (5.9), Lem. 6.3, π3

9 = 0

(58)：η3 ◦ ε4 ◦ ν12 = η3 ◦ Eν′ ◦ ν̄7 = 0 ∵ [T] (7.12), Lem. 5.7
(60)：[T] P75による。
(63)：[T] (7.21), (5.9)を用いると (8)と全く同様である。
(65)：(35)を用いると容易にわかる。
(66)：(50)と [T] (7.5)を用いると容易にわかる。
(67)：π7

19 = 0による。
(69)：[T] (7.12), (7.5)を用いると容易にわかる。
(71)：[Og2] Prop. (2.2)(6)より、E(ζ5 ◦ η16) = 8∆(σ13) = E(ν5 ◦ µ8)

E : π5
17 → π6

18 の核を考えると、所望の合同式を得る。

12 今後の課題
球面のホモトピー群の合成に関して、一般に左分配則は成り立つが右分配則は成り立たない。その補正項は

Hopf-Hilton準同型およびWhitehead積によって与えられる（[W]を参照）。これらの解析を行うことが今後
の課題の一つである。また、関係式を正確に求めるための手法の開発も課題である。例えば、行列戸田括弧積
を用いる方法 [MO]や、高次戸田括弧積を用いる方法 [Og1], [M], [OO1], [OO2]などが考案されている。しか
し、球面のホモトピー群に関する様々な構造を決定する問題は一般に難解であり、残されている課題は多いよ
うに思われる。
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